A816. Avec modération....

*kkk

A8. Jouez avec une calculette

Probléme proposé par Jean Moreau de Saint Martin

On considére la suite xn définie par:

X

n+l

12119 22204 12108

X XX

n n

=2024-

n-1 XoXpaXp o

Q1 Calculer les valeurs exactes de x3, x4 et x5.
Q2 Quand n tend vers l'infini calculer la limite de la suite xn .
Nota: Le recours a un automate n'est pas interdit, mais avec modération pour ne pas se laisser griser

PROPOSITION Th Eveilleau

Ql

2024 =

2°*11%23

12119=12119
22204=2**7*13 *61
12108 =22 * 3 * 1009

xo = 8358/8051
x1 = 9036/8358
x2 = 10584/9036

X3

X4

X5

Q2

Nous

14256/10584
23328/14256

66/49
18/11

46656/23328 = 2

allons montrer que la limite de xn

avec Xpg =

8358 1506 294
—. X1 = — et X = —
8051 1393 251

est 3 et non pas 2018 comme le laissent parditre les calculs sur machine.

Voir les calculs en fin de document. Ces calculs mécaniques sont OK jusqu'a 36.

Ensuite ils ne sont plus corrects sur machine.

On constate aisément par le calcul que logiquement, le dénominateur de X,.; est le numérateur de X, ,

aussi nous poserons dans la suite :

Démonstration et calcul

1°)

Xn=Yn+1/Vn,

effectif de la limite.

Xne1 = 2024 - 12119/, + 22204/XpXn1 -12108/XpXn 1Xn-2 ;
Cela s’écrit :

Xn+1 Xn Xn1 = 2024 Xn Xng

- 12119 X4 + 2220 - 12108/ X2

=2018 Xp Xp1 + 6 Xy Xpy  -2018*6 X,1 -11Xx,; +2018*11 +6 - 2018*6/ X,
Nous pouvons donc écrire la relation de récurrence :
Xn+1 Xn Xp-1 - 6 Xn Xp1 t+ 11 Xn-1 - 6 = (2018/ Xn-2 ) * ( Xn Xn-1 Xn2 - 6 Xn-1 Xn-2 + 11 Xn-2 - 6 )

= (2018/ Xn.2) * 2018/ Xp3 ( Xn1 Xn2 Xn3- 6 Xn2Xnz+11lXp3-6 )

(2018/ Xp2 ) *..* (2018/ Xy ) *( Xa X1 Xo-6 Xy Xp +11Xy-6 )
=2018n'1/(Xn,2*..*X0) *( X2 X1 X0'6 X1 Xo + 11 X0'6)
=0
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Nous avons donc :
Xns1 Xn Xn-1 - 6 Xy Xpg + 11 X,.1-6 =0 quidonne Xpsz = 6 -11/x, + 6 /Xy X1 (¥)

Quia la limite s’écrit  (L-1)(L-2)(L-3)= 0

Afin de déterminer la bonne limite, continuons :

La limite est donc soit 1, soit 2, soit 3.
Poursuivons donc... pour déterminer la bonne limite.

2°)

Reprenons (*), nous avons :

Xne1 Xn = 6 X, - 11 + 6/ Xn1 SOIT
Xns1 Xn = 3%2 X, - (3*3+2) + 3*2/ Xn4

Et nous obtenons avec une petite transformation, la relation de récurrence :
Xn+1 Xn = 3 Xn + 2= (3 / Xn-l) * (Xn Xn-1 - 3 Xp-1t 2)

Itérons sur n,
Xne1 Xn - 3 Xn

+2 = (3/ Xn—l) * 3/ Xn-2 * (Xn—an—Z - 3Xn—2 +2)
Xn+1 Xn - 3Xp + 2

(3/ Xn-l) * 3/ Xn-2 * 3/ Xn-3 * (Xn-2 Xn-3 - 3 Xn3 T 2)

Xne1 Xn - 3Xp + 2 = B/ X1 )*.* B/ X)) *( X1 X0-3 %Xy +2)

Cette derniere relation s’écrit :

Xns1 Xn - 3Xn + 2 = 3Y(Xpa*.*Xo) * (X1 Xo -3 X0+ 2)

Xns1 Xn - 3Xp + 2 3"( Xn1*..* Xo) *[9036/8358) * (8358/8051) — 3*8358/8051 + 2]
Xns1 Xn - 3%Xn + 2 =[3"(Xn1*..* Xg) ]* 64/8051

Avec Xp=Yn+1/yn, NOus avons le produit de tous les xi de 0 & n-1 : y,/yo =y,/ 8051
Xns1 Xn - 3 Xy, + 2 =[3™8051/y,] * 64/8051 = 64* 3"/ y,

Nous obtenons une nouvelle relation de récurrence :
Xnet X - 3 X, + 2 = 64* 3y,

Ceci donne en remplacant x, par  yn.1/Yn :

Ynez = 3Yne1 + 2Yn = 64*3" oU
Vn+2 - 2yn+1 = 64*3" +[yn+1 - 2yn] PUIS
Vn+2 - 2yn+1 = 64*3n + 64*3,1-1 + [yn - 2yn-1]

Yosz - 2V = 64 (3" +3" #.. +1) + [y, - 2y,] SOIT
Yoz - 2Ype1 = 64%(3™1-1)/2 - 7744 OU

Yoz = 2Ynma + 32%3" - 32-7744 SsoOIT

Yz = 2VYpa + 32*3" - 7776

Yoz = 2 Yp1 + 27% 3™1 - 7776 onitere une nouvelle fois sur n,
2Vpa= 22y, + 2°%3"- 2%*7776

22y,= 2%, + 27*3"71-2*7776

ZYoi= 2y, + 22%3772- 27776

2= 2%y + 2°%377- 2** 7776



2"ys= 2y, + 2% 3%- "% 7776
2"y= 2™y + 2*31- 2"* 7776

En additionnant membre a membre on obtient :
Yooo= 2"hyp #(2°#3M 4 20430 4 7*30 1y BA3N 24 g Q™K 3 ). 7776 *(142+2%... +2")

k
Vo= 27ys o+ 2RI ) 7776%(14242%.. +2')

Vo= 2"ys o+ 270 % (3/2) *[(3/2)" -1 /(1/2) - 7776%( 2" -1)

Vo= 2"lys o+ 2MC ¥ 3(3/2)™ 1] - 7776%(27-1)

Viss= 2n+ly1 _ 7776*2n+1 + 2n+6 * 3n+2/2n+l _ 2n+6 * 3 4 7776
Vosr= 2" (8358- 7776) + 2°* 3™ - 2™ x3 4+ 7776

Voir= 271 (582-96 ) + 22*3™ &+ 7776

Vo= 2™2(243 ) + 2°* 3™ + 7776

ET finalement :
Ya=243* 2"+ 32 *3" + 7776
revenons a la suite x,=y,./v,,

2432143243741 17776
243%21+32x3"+7776

Xn:

32*3n+1
32«30

Quand n tend vers I'infini, cette suite x, tend vers le rapport des termes de plus fort exposantenn :

La limite de la suite X, est 3 et nonpas 2018.

CALCULS :

x6= 7/3 = 108864/46656 : x5 = 46656/23328 ; x4 = 23328/14256
x7= 2*3%/ 7 = 279936 /108864

x8= 49/18 = 762 048/279 936

x9 = 138/49 = 2 146 176/762048

x10 = 397/138 = 6 174 144/2 146 176

x11 = 1158/397 = 18 009 216/6 174 144

x12 = 3409/1158 = 53 016 768/18 009 216
x13 = 10098/3409 = 157 044 096/53 016 768

x14 = 30037/10098 ; x13= 10098/3409 : x12= 3409/1158

x15= 89598/30037 : x14= 30037/10098 ; x13= 10098/3409

x16= 267769/89598 ; x15= 89598/30037: x14= 30037/10098

x17= 801258 /267769 ;. x16= 267769/89598 : x15= 89598/30037

x18 = 2 399 677 / 801258 : x17= 801258 /267769 : x16= 267769/89598 ~ 2.9923....

x19 =7 190 838 /2399 677 : x18 = 2 399 677 / 801258 ; x17= 801258 /267769 ~ 2.9923....

x34 = 102 946 098 837 828/34 315 457 115 876 ~ 2.99999...
x35 = 308 829 537 618 392/102 946 098 837 828 ~ 2.99999..
x36 = 909 895 494 320 224 / 308 829 537 618 392 ~ 2.99999...

Ensuite il y a probléeme car nous obtenons un faux nombre négatif di au cumul des erreurs dans la partie décimale ou bien
a Iincapacité de la machine de calculer avec de trés grands nombres.

Lorsque le nombre est trop grand , I'écriture mécanique sur la machine est mise en négatif....

Mécaniquement les résultats sont FAUX.

Sil’on n’y prend garde, le calcul sur machine, méne vers 2018 qui est un gros piege surtout en 2018 !



